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Résumé Un système numérique est une suite de X-termes normaux clos distincts pour 
laquelle il existe des X-termes clos pour les fonctions successeur et test à zéro. Un système 
numérique est dit adéquat ssi il existe un X-terme clos pour la fonction prédécesseur. Un 
opérateur de mise en mémoire pour un système numérique est un X-terme clos qui simule 
"l'appel-par-valeur" dans le cadre de "l'appel-par-nom" . E. Tronci a conjecturé le résultat 
suivant : un système numérique est adéquat s 'il possède un opérateur de mise en mémoire. 
Nous donnons, dans cet article, une réponse négative à la conjecture de E. Tronci mais 
uniquement pour les systèmes numériques typable dans le système T . La conjecture de E. 
Tronci reste sans solution en X-calcul pur. 

Mots clés : Système numérique ; A-calcul ; Successeur ; Test à zéro ; Prédécesseur ; 
Opérateur de mise en mémoire ; Système numérique adéquat ; Appel-par-valeur ; Appel- 
par-nom ; Système T. 

Abstract A numéral System is a séquence of an infinité différent closed normal X-terms 
which has closed X-terms for successor and zéro test. A numéral System is said adéquate iff 
it has a closed X-term for predecessor. A storage operator for a numéral System is a closed 
X-term which simulate "call-by-value" in the context of a "call-by-name" strategy. E. Tronci 
conjectured the following resuit : a numéral System is adéquate if it has a storage opera- 
tor. This paper gives a négative answer to this conjecture for the numéral Systems typable in 
the J.-Y. Girard type System T . The E. Tronci' s conjecture remains open in pure X-calculus. 
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1 Introduction 

Un système numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts d = do, d%, d n , ... 
pour laquelle il existe des A-termes clos Sd et Zd pour les fonctions successeur et test à 
zéro. Un système numérique est dit adéquat ssi il existe un A-terme clos Pd pour la fonction 
prédécesseur. H. Barendregt a démontré dans [1] qu'un système numérique est adéquat ssi 
toutes les fonctions récursives totales sont représentables dans le système. 



La différence entre notre définition d'un système numérique et celle proposée par H. Baren- 
dregt (voir [1]) est le fait d'imposer aux A-termes rf, d'être normaux et distinctes. En effet 
ces conditions permettent, pour des stratégies de réduction gagnantes, de trouver la valeur 
exacte d'une fonction numérique totale calculée sur des entiers. 

Une des stratégies de réduction gagnantes est la réduction gauche (itération de la réduction 
de tête notée >-). Mais pour cette stratégie l'argument d'une fonction est calulé le nombre 
de fois où la fonction l'utilise. Les opérateurs de mise en mémoire ont été introduits par 
J.-L. Krivine pour remédier à ce défaut. 

Un A-terme clos Od est dit opérateur de mise en mémoire pour un système numérique d 
ssi pour tout n S N, il existe un A-terme clos r„ ~p d n tel que pour tout n ~p d n , 
(Od n /) >~ (/ T n ) (où / est une nouvelle variable). 

Nous allons justifier cette définition. Soit F un A-terme (pour une fonction), et 6 n un À- 
terme /3-équivalent à d n . Durant la réduction gauche de (F n ), 6 n sera réduit chaque fois 
qu'il arrive en tête. Au lieu de réduire (F n ), effectuons la réduction de tête de (Od n F). 
La réduction de (Od n F) = {(Od n f )}[F/f] commence par amener (Od n /) à sa forme 
normale de tête qui est (/ t„), et puis réduire (F r„). Dans la réduction de (Od n F), 
9 n est calculé le premier, et le résultat est donné à F comme argument. Od a donc mis 
en mémoire le résultat r„, avant de le donner à la fonction F. Donc la réduction de tête 
(Od n F) y (F r n ) dépend seulement de 6 n et pas de F. 

J.-L. Krivine a démontré dans [4] que, dans le système de typage T de J.-Y. Girard, le type 
N*^ -1-1N convient pour les opérateurs de mise en mémoire pour le système numérique de 
Church : où N est le type des entiers de Church, et l'opération * est la simple traduction de 
Gôdcl qui associe à chaque formule F la formule F* obtenue en remplaçant dans F chaque 
variable de type par sa négation. 

Nous démontrons dans ce papier que chaque système numérique adéquat possède un opérateur 
de mise en mémoire. E. Tronci a conjecturé qu'un système numérique est adéquat s'il possède 
un opérateur de mise en mémoire. 

Nous donnons, ensuite, une réponse négative à la conjecture de E. Tronci mais uniquement 
pour les systèmes numériques typable dans le système T . Nous construisons donc un type 
clos E, une suite de A-termes normaux clos distincts e = e , ei, e„, et des A-termes 
clos S e , Z e , et O e tels que : 

- Si t est un A-terme normal clos, alors hjr t : E ssi t = où i e N. 

- h^r S e : E — y E et (S e e n ) —p e n +i pour tout n G N. 

- Z e : E — » B (B est le type des Booléens du système T), (Z e e ) XxXyx et 
(Z e e„ + i) ~0 XxXyy pour tout n G N. 



O e : E*^ -i—iE, et, pour tout n € N, il existe un A-terme clos r n ~0 e n tel que 
pour tout 9 n ~p e n , (O d n f) y (/ r„). 

- Il n'existe pas un A-terme clos P e tel que hjr P e : E — » _E et (P e e n+ i) pour 
tout n G N. 

La conjecture de E. Tronci reste sans solution en A-calcul pur. 

2 Notations et définitions 

2.1 Le À-calcul pur 

Notations : 

1) La /3-équivalence est notée u ~p v. 

2) Si u et v sont deux A-termes, alors on note < u, v > le A-terme Xx(x u v). 

3) On note T (pour True) le A-terme XxXyx et F (pour False) le A-terme XxXyy. 

4) Pour tous A-termes u,v, on définit (u n v) par induction : (u° v) = v et (w" +1 u) = 
(u (m™ v)). Pour chaque entier n, on définit l'entier de Church n = XxXf(f n x). 

5) La notation a(t) représent le résultat d'une substitution simultanée a sur les vari- 
ables libres de t après un rénommage de ses variables liées. 

6) On note = (U U) où U = XxXf(f (x x /)). Le A-terme O est appelé le point fixe 
de Turing. 

Définitions : Un A-terme t soit il possède un redex de tête [i.e. t — Xxi...Xx n (Xxu v Vi...v m ), 
le redex de tête est (Xxu v)], soit il est en forme normale de tête [i.e. t = Xxi...Xx n (x Vi...v m )]. 
La notation u y v signifie que v est obtenue à partir de u après quelques pas de réductions 
de tête. Un A-terme est dit résoluble si sa réduction de tête termine. 

Les résultats suivants sont bien connus (voir [3] et [4]). 

Théorème 1 

1) Si t est (3-équivalent à une forme normale de tête, alors t est résoluble. 

2) Si u y v, alors, pour toute substitution a, o~(u) y cr(v). 

3) Siu y v, alors, pour toute suite W\, w n , il existe un X-terme w tel que (u W\...w n ) y w 
et (v w\...w n ) y w. 

Définition : On définit sur les A-termes une relation d'équivalence ~ par : u ~ v ssi il 
existe un A-terme t, tel que u y t, et v y t. 

Donc, si t est résoluble, alors u <~ t ssi u est résoluble, et possède la même forme normale 
de tête que t. Si u est une forme normale de tête, alors t ~ u signifie que u est la forme 



normale de tête de t. 



D'après le théorème 1, on obtient les résultats suivants (voir [4]). 
Théorème 2 

1) Si u ~ v, alors, pour toute substitution a, cr(u) ~ <j(v). 

2) Si u ~ v, alors, pour toute suite W\, w n , (u Wi...w n ) ~ (v W\...w n ). 



2.2 Le système T 

Définition : Les types du système T sont construits à partir des variables de type X, Y, Z, ... 
et une constante _L (pour l'absurde) en utilisant les opérations suivantes : 

- Si U et V sont des types, alors U — > V est un type. 

- Si V est un type, et X est une variable de type, alors \/XV est un type. 



On définit d'une manière usuelle les variables libres et les variables liées d'un type. 

Définition : Soient t un A-terme, A un type, et T = x\ : A\, ...,x n : A n un contexte. On 
définit par les règles suivantes la notion "t est de type A dans T" ; cette notion est notée 
T hjr t : A. 

(1) r x t : A t (1 < i < n) 

T,x:Ah^t:B T\- T u:A^B T V T v : A 

T \-jr \xt : A ^ B U rh 7 (u)v : B 

(4) T ^ t:A n (5) rh ^ :VXA r) 

Avec les conditions suivantes : 
(*) X n'est pas libre dans F. 
(**) G est un type. 

Le système T possède les propriétés suivantes (voir [2] et [3]). 
Théorème 3 

1) Un type est préservé durant une /3 -réduction. 

2) Un X-terme typable est fortement normalisable. 

Le type Fi -» (F 2 -» (... -» (F„ -> G)...)) est noté Fi,F 2 , ...,F„ — > G et le type F -»± est 
noté -F. 



Les lemmes 1 et 2 seront très utiles pour nos démonstrations. Le lemme 1 (resp. le lemme 
2) a été démontré dans [5] (resp. dans [2] et [3]). 



L on une 1 

1) Soit X une variable de type. Si T hjr t : X, alors t ne commence pas par A. 

2) Si r hjr \xt : A — » B, alors T,x : AV ? t : B. 

3) SiT,x : A — > B hjr ( x u\...u n ) : C, alors Y,x : A — *■ B Ui : A. 

4) SiT,x : Ai, ...,A m — > X hjr [x ui...u„) : C 7 a/ors X esi iière (ions C. 

Lemme 2 Si xi : A\,...,x n : A n hjr t : A, alors, pour toute variable X et tout type G, 
x 1 :A 1 [G/X],...,x n :A n [G/X] h^t:A[G/X}. 

Dans le système T on a la possibilité de définir les types de données. Soit B = \fX{X, X — > 
X} (le type des Booléens) et N = \/X{X, (X — » X) — ► X} (7e type des entiers). On a les 
résultats suivants (voir [2] et [3]). 



Théorème 4 Soit t un X-terme normal clos. 

1) Vjr t : B ssi t = T ou t = F . 

2) \-f t : N ssi il existe n G N tel que t = n. 



Définition : On note encore T le système logique sousjacent au système de typage J 7 , et 
on écrit r hjr A si A est démontrable à partir des formules de T en utilisant les règles du 
système logique T . 

Il est claire que : Ai, A n I-jf A ssi il existe un A-terme t tel que xi : Ai, x n : A n t : 
A. Ce résultat est connu sous le nom de "la corresponce du Curry-Howard" . 



2.3 Le système Te et la traduction de Gôdel 
Définition : On ajoute au système logique T la règle : 



Cette règle axiomatise la logique classique au dessus de la logique intuitionniste. 

On note Te ce nouveau système et on écrit T hjc c A si A est démontrable à partir des 

formules de T dans le système Te- On a le résultat suivant (voir [2]). 

Théorème 5 Le système Te est non contradictoire (i.e. \fjr c \JXX). 

Définition : Pour chaque formule A de Te, on définit la formule A* par : 

- Si A =_L, alors A*= A ; 

- Si A = X, alors A*= ^X ; 

- Si A = B -> C, alors A*= B*-, C* ; 



- Si A = MXB, alors A*= \/XB*. 



A* est appelée la traduction de Gôdel de A. 



On a le résultat suivant (voir [3]). 
Théorème 6 Si hjr c A, alors V T A*. 

3 Les systèmes numériques 

3.1 Les systèmes numériques en À-calcul pur 

Définition : Un système numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts d = 
do, di, d n , ... pour laquelle il existe des A-termes clos Sd et Z d tels que : 

(Sd d n ) ~/3 d n+ i pour tout n G N 
et 

(Z d d ) ~/3 T 
(Zd d n+ i) ^tp F pour tout ri G N 

Les A-termes Sd et Z d sont appelés successeur et test à zéro pour d. 

Chaque système numérique peut être considérer comme un codage des entiers en A-calcul et 
donc on peut représenter les fonctions numériques totales de la manière suivante. 

Définition : Une fonction numérique totale <j> '■ N p — > N is dite A- définis sable dans le 
système numérique d ssi il existe un A-terme F<j, tel que pour tout ni, ...,n p G N 

(Fçj d ni ...dn p ) ~/3 d^( ni ,...,„„) 

Définition : Un système numérique d is dit adéquat ssi il existe un A-terme clos Pd tel que 

(P d d n+ i) ~/3 rf„ pour tout n G N. 

Le A-terme Pd est appelé prédécesseur pour d. 

H. Barendregt a démontré que (voir [1]) : 

Théorème 7 Un système numérique d est adéquat ssi toutes les fonctions numériques 
récursives totales sont X- définissables dans d. 

Exemples : 

1) Un exemple simple d'un système numérique adéquat est le système numérique de Church 
n = 0, 1, n, .... Il est facile de vérifier que : 

S = \n\x\f(f (n f x)), 



Z = Xn(n T XxF), 



P = Xn(n U < 0,0 > T) où U = Xx < (S (x T)), (x F) >. 

sont des A-termes pour le successeur, le test à zéro, et le prédécesseur pour n. 

2) Nous avons donné dans [6] un exemple d'un système numérique non adéquat. □ 

Définition : Soient d un système numérique et Od un A-terme clos. On dit que Od est 

un opérateur de mise en mémoire pour d ssi pour tout n G N, il existe un A-terme clos 
r n ~/3 d n , tel que, pour tout 6 n ~^ d n , (Od n f) >~ (f r„) où / est une nouvelle variable. 

Exemple : Soit N = Xn\f(n f J 0) où J = XxXy(x (S y)). Il est facile de vérifier que 
pour tout n ~/j n, (On n f) >- (/ (S_ n 0)). Donc On est un opérateur de mise en mémoire 
pour n. □ 



Remarque : J.-L. Krivine autorise, dans sa définition des opérateurs de mise en mémoire, 
le A-terme r„ de contenir des variables libres qui peuvent être remplacées par des A-termes 
qui ne dépendent que de 9 n . Avec cette définition on garde aussi tous les résultats de ce 
papier. □ 



Théorème 8 Chaque système numérique adéquat possède un opérateur de mise en mémoire. 
Preuve Soit d un système numérique adéquat. 

Soit O d = (6 H d ) où H d = XhXnXf((Z d n) (/ do) (h (P d n) Xx(f (S d x)))). 

Démontrons (par récurrence sur i) que, pour tout ieNet pour tout 0i ~/j d i: (Od 0i /) ~ 

(/ (S/ d )). 

• Pour 2 = 0, 

(Od 8 f) ~ (H d (6 H d ) 6 /) 

~ ((Z d 6o) (f do)((e H d ) (P d 9 ) Mf (Sd x)))) 

Comme (Zd d ) ~/3 T, alors (Zd ) >~ T, et, d'après le théorème 1, (Od Go f) ~ (/ do). 

• Supposons le résultat vrai pour i, et prouvons le pour i + 

(O d i+ i f) - (H d (6 H d ) t+ i f) 

~ ((Z d 9 i+1 ) (f d ) ((6 H d ) (P d e i+l )) Xx(.f (S d x)))) 

Comme (Zd di + i) —p F, alors (Zd >- F, et, d'après le théorème 1, 

(O d 0i+i f) ~ (O d (Pd 0i+i) Xx(f (S d x))). Mais (P d ôi+i) ~/3 d t , alors, par hypothèse 

d'induction, (Od (P d 6 i+1 ) f) - (/ (S/do)), et 

(O d (P d e i+1 ) Xx(f (S d x))) ~ (Xx(f (S d x)) (S/do)) 

~ (f(S d i+1 d )) 



D'où, pour tout ieNet pour tout 0i ~/3 di, (O d 0i f) >- (f (Sd l do)). 



□ 



E. Tronci a conjecturé le résultat suivant 



Conjecture Un système numérique est adéquat s'il possède un opérateur de mise en mémoire. 

Nous donnons dans ce papier une réponse négative à cette conjecture mais uniquement pour 
les systèmes numériques typable dans le système T. 

3.2 Les systèmes numériques typés 

Définition : Un système numérique typé est une paire V =< D,d > où D est un type clos 
du système P, et d = do, d\, d n , ... est une suite de A-termes normaux clos tels que : 

- Si t est un A-terme normal, alors hjr t : D ssi il existe i G N tel que t = d{. 

- Il existe des A-termes clos Sd et Zd tels que: 

* hjr Sd ■ D — > D et (Sd dn) ~p d n+ i pour tout n G N ; 

* Z d : D B et (Z d d n ) 

Les A-termes Sd et Zd sont appelés successeur et test à zéro pour T>. 

Définition : Un système numérique typé V est dite adéquat ssi il existe un A-terme clos Pd 
tel que hjr P d : D — » D et (P^ rf„ + i) ~,g d„ pour tout n G N. Le A-terme est appelé 
prédécesseur pour 2?. 

Exemple : Il est facile de vérifier que M =< N,n> est un système numérique typé. □ 
Définitions : 

1) Soient D, E deux types clos. On dit que D Ç E ssi pour tout A-terme clos t, si t : D, 
alors \-jr t : E. 

2) Soit T> =< D, d > un système numérique typé tel que D Ç D*. Soit O d un A-terme clos. 
On dit que Od est un opérateur de mise en mémoire pour V ssi hjF O d : D*^ -i-<D, et pour 
tout n e N, il existe un A-terme clos r„ ~/3 rf„ et \-jr r n : D tel que, pour tout 9 n c?„, 
(Od 0„/) >~ (/ t„) où / est une nouvelle variable. 

Exemple : On peut vérifier que N Ç N* et \-jr On ■ N*~^ — •— iJV. Donc Ojv est un 
opérateur de mise en mémoire pour TV. □ 

4 Le contre exemple 

Soit P = VXVY{((X -^Y) ^ X) ^ X} (P est la loi de Picrce) et Q = P -> VXX. 

Lemme 3 

1) ^P- 



f T si n = 
1 P si n > 1 ' 



2) II existe un X-terme clos tp tel que \-jr tp : P*. 



Preuve 

1) C'est un résultat connu. Faisons la démonstration. 

-.X, AT, -Y V Tc _L => ni, X V Tc ^Y 

=>■ ni,(i^y)^ih /c i 

(X^Y)^Xh^X 

2) D'après 1) et le théorème 6, on a hjr P*, donc il existe un A-terme tp tel que hjr : P*. 
Un exemple d'un tel A-terme est tp = Xx\y(x XzXa(z y) y). En effet : 

z : ->X, y : X, a : Y hjr (z y) :_L y : X hjr AzAa(z y) : -Jf -► ->Y 

x:(^X^ -Y) -^^X,y:Xhjr ( x XzXa(z y) y) :± 
=>• ^ft p :P*. 



□ 



Lemme 4 

1) Q - P. 

2) Vrc (Q^p)^ Q- 



Preuve 

1) Un contexte T est dit bon ssi T est de la forme [a : Q, {xi : (Xi — » Y$) — ► Xi}i<i<„, {j/j : 

Xj}l<j<m] où : 

- ^ ^ X,- (1 < i < j < n) ; 

- Yi + Yj (1 < * < j < m) ; 

- X 4 ^ Y, (1 < i < n) et (1 < j < m). 

Il suffit de démontrer que pour tout contexte bon T il n'existe pas de A-terme u tel que 
r hjr u : P. Nous démontrons ceci par induction sur u. 

u ne peut pas être une variable. Si u = (z ui...u m ) (m > I), alors z = a, et T hjr m : P. Ce 
qui est impossible par hypothèse d'induction. Donc u = Xxv, et T, x : (X — » F) — > X hjr 
ii:IoùI,i" sont des nouvelles variables différentes, w ne peut pas être ni une variable ni 
un A-terme qui commence par A. Donc v = (z v\...v m ) (m > 1) et z ^ x i} yj. Il reste, donc, 
deux cas à voir : 

- Si z = a, alors r, x : (X — > Y) — » X hjr : P. Ce qui est impossible par hypothèse 
d'induction. 



- Si z = x, alors m = 1, et T, x : (X — ► Y) — ► X hjr v\ : X — ► y. t>i ne peut pas être 
une variable. Donc on a de nouveau deux cas à voir : 

- Si V! = (z v[...v' k ) (k > 1), alors z = a, et T, x : (X -> F) -> X : P. Ce 
qui est impossible par hypothèse d'induction. 

- Si Vi = Xyw, alors r, x : (X — > F) — > X, y : X hjr w : Y. w ne peut pas être ni 
une variable ni un A-terme qui commence par A. Donc w = (z w\...w r ) (r > 1) 
et z ^ x,y,Xi,yj. Donc z — a, et T, x : (X — » F) — > X, y : X hjr îuj : P. Ce qui 
est impossible par hypothèse d'induction. 

2) Si hjr c (Q -> P),P VAX, alors h^- c VXAT (puisque h^- c P). Ce qui contredit le 
théorème 5. □ 



Lemme 5 Soit w un A-terme normal. Si a : Q ^> P, x : X, f : X —> X w : X , alors il 
existe unneN tel que w = (/" ir). 

Preuve Par induction sur w. 

Le A-terme w ne peut pas commencer par un A. Si w est une variable, alors w = x. Donc 
w = (y wi...w m ) (m > 1), et on a deux possibilités pour la variable y. 

- Si y = a, alors a : Q -> P, x : X, f : X -> X Wl : Q, et Q P, X, X -> Ihj Q. 
Soit {/ une formule close démontrable dans le système logique .P. D'après le lemme 
2, on a {Q -> P,AT,X A"}[£7/X] Q[P/X], donc Q -» P h? Q (puisque P et 
U — > P sont démontrables). Ce qui contredit 2) du lemme 4. 

- Si y = f, alors m = 1 et a : Q — » P, a; : X, / : X — > X hjr u; 1 : X. Par hypothèse 
d'induction, il existe un n G N tel que w\ = (/" x), donc w = (f n+1 x). □ 

Soit D = (Q P) N et, pout tout n e N, 4 = Acm. 

Lemme 6 Soif t un X-terme normal clos, hjr t : D s si il existe un n g N gwe t = d n . 

Preuve <==) Facile à vérifier. 

Comme t est clos, alors t — Xau et a : Q — > P hjr w : N. u ne peut pas être une 
variable et si u = (a ui...u m ) {m > 1), alors a : Q — » P hjF w x : Q, donc Q — > P hjr Q. Ce 
qui contredit 2) du lemme 4. Donc u = Xxv, et a : Q — > P, x : X hjr w : [X — > X) — > X. w 
ne peut pas être une variable, donc on a deux cas à voir. 

- Si v = (y v\...v m ) (m > 1), alors y — a, a : Q ^ P,x : X \-jr v\ : Q, et 
Q — » P, AT h^r Q. Soit P une formule close démontrable dans le système logique T. 
D'après le lemme 2, on a {Q -> P,X}[U/X] V? Q[U/X], donc Q -> P hr Q. ACc 
qui contredit 2) du lemme 4. 

- Si f = A/w, alors a : Q — > P, x : X, f : X — > X hjr w : X. Donc, d'après le lemme 
5, il existe unneN tel que w — (/" x) et t = d n . □ 



Lemme 7 Soit Sd = XnXa(S_ (n a)). 

1) Pour tout iiêN, (Sd d n ) —p d n +i- 

2) Pour tout n e N, (S d n do) d„. 

Preuve Facile à vérifier. 

Lemme 8 Soit Od = Xn(n Tp do Sd) où 

T P = Xatp, do = Xf(f d ), et 5 d = XxXy(x Xz(y (S d z))). 

Od est un opérateur de mise en mémoire pour le système numérique typé < D,d>. 

Preuve On va démontrer que : 

1) D CD* et Hf O d : D*^ -i-iD. 

2) Pour tout 6 n ~p d n , (O d 6 n f) >- (f (S d n d )). 

1) Il est facile de vérifier que D Ç D*. 
On a : 

hjr do : D => hjr rf : -,-,£) 

et 

hrSd-.D^D =► y : ->£), z : £> (y (5 d z)) :± 

=► x : -.-.D, y : -.£> (a: Az(y (S d z))) : J_ 
=► hjr S,, :-.-.£>-► -.-.£>. 

De plus, d'après le lemme 3, on ah f i P : P*, donc T P : (Q P)*= P*^ Q*. 
D'où 

n : D* hjr (n Tp) : N* => n : D* h^- (n Tp) : — > -1-1D) — > -1-1D 

O, :£>*- -.-.£>. 

2) Soit 0„ d„. 

- Si n = 0, alors 6 n >- d . 

- Si n ^ 0, alors 6»„ )- XaXxXg(g t„_i), i„_fc >- (.g t„-fc-i) (1 < fc < n - 1), et t >- 
Si n = 0, alors 

(o d e n f) ~ (do/) 

~ (/do). 

Si n ^ 0, alors 

(O d 6 n /) ~ (S d tn-tiSd/gJo/x] f) 

~ (t„-i[-f?d/5,do/œ] Az(/ (5 d z))). 

On définit deux suites de A-termes (rj)i<j<„ : 



T\ = Xz(f (S d z)) 
et Tfc+i = Xz(rk (Sd z)) pour tout (1 < k < n — 1) 

Démontrons (par récurrence sur fc) que, pour tout (1 < k < n), on a : 

{Od n f) ~ {t n -k[S d /g,d /x] r k ) 

- Pour fc = 1, le résultat est vrai. 

Supposons le résultat vrai pour k, et démontrons le pour k + 1. 

(O d n /) - {t n - k [Sd/g,do/x\ r k ) 

~ (<Sd t n -k-i[Sd/g, do/x] T k ) 

~ (tn-fe-l^/âr,^/^ Az ( r fe (S'd z ))) 

= (*„_fc_i[.Sd/s,do/£] Tjfc+i)- 
Donc, en particulier, pour fc = n on a : 

(Od0„/) ~ (t [Sd/gJ /x}r k ) 
~ (do 7-„ ) 
~ (t„ d ). 

Démontrons (par récurrence sur fc) que, pour tout (1 < fc < n), on a : 

r k ~ Az(/ (5/ z)) 

- Pour fc = 1, le résultat est vrai. 

- Supposons le résultat vrai pour fc, et démontrons le pour fc + 1. 

Tk+i = Xz(r k (S d z)) 

~ Xz(Xz(f (S d k z)) (S d z)) 
~ Az(J z)). 

Donc, en particulier, pour fc = n on a : t„ ~ Az(/ (S^™ z)). 
Et 

(O d 0„/) ~ (Az(/ z)) d ) 
~ (f(S d n do)). 

D'où (O d 0„ /) >- (/ (S d n d )). □ 

Lemme 9 Soit O b = Xn(n Xf(f T) Xf(f F)). 

1) \-f Ob ■ B*—> -i-iB. 

2) Pour tout t — T ou F et pour tout 9 e ~/3 e, (Ob &e f) >~ (/ e)- 



Preuve 

1) On a : 



h^T:P => hjr A/(/ T) : -i->B 

et 

F : B h^A/(/P):— P. 

Donc 

n : P* hjr n : -.-.S, =>- \- r B : B* -> ->-iP. 

2) Si e ~/3 e, alors £ >- e, et donc 

(0 B 6 e f) ~ (6 € \f(f T) \f(f F) f) 
~ (e Xf(f T) \f(f F) f) 
~ (/e). 

D'où (O s # e /) >- (/ e). □ 
Lemme 10 Soii t «n X-terme normal clos, hjr t : D ^ B ssit = XaT ou t = XaF. 
Preuve <=) Facile à vérifier. 

=>■) Comme t est clos, alors t = A cm et a : D « : B. une peut pas être une variable, 
donc on a deux cas à voir. 

Si u = (a ui...u m ) (m > 1), alors a : D Ui : 0, — ► P, donc hjF Q — > P (car D est 
démontrable dans le système logique T). Ce qui contredit 1) du lemme 4. 

- Si u = Xxv, alors a : D, x : X hjr v : X — > X. une peut pas être une variable, donc 
on a de nouveau deux cas à voir. 

- Si v = (z v\...v m ) (m > 1), alors y — a, a : D,x : X hjr v\ : Q P, et 
D, X hjr Q — > P. Soit {/ une formule close démontrable dans le système logique 
T. D'après le lemme 2, on a {P>, X}[t//X] \- T {Q P}[t//X], donc Q -> P. 
Ce qui contredit 1) du lemme 4. 

- Si u = Xyw, alors a : P, x : X, y : X hjr w : X. w ne peut pas commencer 
par un A et si w est une variable, alors w — x ou w — y, donc t = XaT or 
t = XaF. Il reste donc le cas où w — (a w\...w m ) (m > 1). Dans ce cas on 
a a : D,x : X,y : X hjr wi : Q -> P, et D,X V T Q -> P. Soit U une 
formule close démontrable dans le système logique T . D'après le lemme 2, on a 
{D,X,X}[U/X] V T {Q -> P}[U/X], donc h^r Q -> P. Ce qui contredit 1) du 
lemme 4. □ 

Lemme 11 Soit t un A-terme normal. 

1) Si x : B,D -> X,y : X V T t : B, alors t = T ou t = F '. 



2) Si x : B,D — + X,y : X hjr t : D, alors il existe n G N tel que t = d n . 

Preuves Même preuve que celles des lemmes 5 et 6. □ 

Soit E = VX{((B,D ^ X),X ^ X}. 

Pour tous A-termes u,v, on note <Cu, «>• le A-terme Xx\y(x u v). 

Lemme 12 Soit t un \-terme normal clos, hyr t : E ssi (t = F) ou il existe n € N tel que 
(t = <cb, rf„» oùb = T ou F). 

Preuve <=) Facile à vérifier. 

==>) Soit t un A-terme normal clos tel que \~f t : E. Alors t = Xxu et x : B, D — > X hjr u : 
X — > X. u ne peut pas être une variable, donc on a deux cas à voir. 

- Si u = (x u\...u m ) (m > 1), alors x : B, D — > X hyr (x m) : D — > X. Ce qui est 
impossible. 

- Si u = Xyv, alors x : B, D — » X, y : X v : X. une peut pas commencer par un A, 
donc on a de nouveau deux cas à voir. 

- Si v est une variable, alors v = y et u = F. 

- Si v = (z v\...v m ) (m > 1), alors z = x, n = 2, x : B, D — > X, y : X hjr v\ : D, 
et x : B, D — > X, y : X hjr v 2 ■ B. Donc, d'après le lemme 11, il existe n G N tel 
que t = <C6, d„» où b = T ou b = F. □ 

Théorème 9 II existe un système numérique typé non adéaquat qui possède un opérateur 
de mise en mémoire. 

Preuve Soit £ =< E, e > où : 

F 

<:F,d n ^> (n>0) 
<T,4> (n>0) 

Le test à zéro 

Soit Z e = An(n XxXyF T). 
Typage de Z e 

On a : 



eo = 

e2n+l = 
e2n+2 = 



x : B ,y : D V jr F : B hjr XxXyF : B,D ^ B 



donc 



n: Ehjr n: (B,D B),B -> B => n: E\-? (n XxXyF T) : B 

=>■ V T Z e :E^B. 



Fonctionnement de Z e 



Si n = 0, alors 



(Z e e„) -0 (.F XxXyF T) 
^ T. 



Si n ^ 0, alors : 



(Z e e„+i) ~p (e„+i XxXyF T) 
~p (XxXyF b d m ) 
~ F. 

Le successeur 

Soit S e = Xn((Z e n) e x ((n T T) «F, (S d (n F do))> <CT, (n F do)>)). 
Typage de g e 



On a : 



n : E hjr n : (B, D — ► £)),£) — ► D n : E hjr ( n F d ) : D 

n: Ehjr <^T,(n F d a )^- : E 



et 



n : E\-jr n : (B, D — > D), D ^ D => n : E^jr (S d (n F d a )) : D 

=^ n:Ehr<:F, (S d (n F do))> : -E. 

Donc 

n : E \-jr n : (B, D — » S), B ^> B n : E V T (n T T) : B 

=> n : E hjr (n T T) : E,E ^ E 
=>• n : E ^jr ((n T T) <F, (S d (n F do)): 
«T, (n F d )») : F. 



D'où 



n : E hjr (Z e n) : B n : E hjr (Z e n) : E, E ^ E 

=>• hyr S e : E ^ E. 



Fonctionnement de S e 



On a trois cas : 

(5 e e ) ~p (T e x ((e T T) <F, (S d (e F do))> «T, (e F d ») 
~/3 ei. 



(S e «F, d„») -,3 (F ei ((«F, d n » T F) «F, (S d (e F d ))» 
«:T,(«F,d n » F db)>)) 
((<F, d„» F F) «F, (S d (e F d ))» 
<:T,(<:F,d n ^ F db)>) 

(F «F, (S d (e F do))» «T, (<F, d n » F d )») 
-0 <T, (<CF, d n » F d )3> 
-0 <cT,d n ». 

(^ <T, d n ») ^ (F ei ((<T, d„» F F) «F, (S d («F, d n » F db))> 
<r,(<r,4» F do)»)) 
((<CT, d n » F F) <F, (S d («F, d„» F d ))» 
<cT,(<cT,d„» F d )») 

(F <F, (S d («T, d„» F d ))>- «F, (<CT, d„» F d )») 

<:F, (S d (<T, d„» F d ))» 

<F,(S d d„)» 

<F,d n+1 ». 

L'opérateur de mise en mémoire 

Il est facile de vérifier que F Ç E*. 

Soit O e = An(n S e eo) où S e = \x\y\z{{C>B x) Xu{{Od y) Xv(z <Cu, «;>))) et e~o = A/(/ eo). 
Typage de O e 



On a : 

e o : F h^- e' : -^F. 

D'autre part, en utilisant les lemmes 8 et 9, on a : 

u : B,v : D \-jr <u, : F u : B,z : -F hjr Au(z «Tu, v») : -.£) 

y : F*, z : ->E hjr Au((O d y) Au(z <u, t;»)) : -.F 



=>■ x : B*, y : D* \-p \z((0 B x) Xu((O d y) 
Xv(z <!(,»>))) : -.-iE 
h?r 5 e : B* , D* — > -1-i.E. 

D'où 

n : E* hjr n : (B* , D* -> — •— 1£7), -i-lE O e : £T ->-lE. 

Fonctionnement de O e 

Soit n ~0 e„, alors : 

- Si n = 0, alors n >- e . 

- Si n 7^ 0, alors 6 n >- \x\y(x a n fi n ) où a n e et /?„ ~^ d m si e„ = -Ce, d„ 
Si n = 0, alors 

(O e 6 n f) ~ (e 5 e e /) 

~ (eo/) 

- (/eo). 



Si n ^ 0, alors 

(O e 0„/) ~ (S e a n /3 n f) 

~ {{O b a n ) Xu((O d p n ) Xv(f ««,«>))). 

D'après le Lemma 9, on a : pour tout A-terme ?7, ((Os a„) Î7) ~ (t/ e). 
Donc 

(O e e n /) ~ (Xu((O d 0n) Xv(f <u,t»)) e) 
- ((OdAO M/ <e,«>)). 

D'après le Lemma 8, on a : pour tout A-terme V, ((O d (5 n ) V) <~ (V (S^" 1 do)). 
Donc 

(O e 0„ /) ~ (A«(/ «E,») (5 d m d )) 

~ (/ <:e,(S d m d )»). 
D'où (O e 0„ .f ) ^ (/ <Ce, (S d m d » 
L'inéxistance d'un prédécesseur 



Supposons qu'il existe un A-terme normal clos P e pour le prédécesseur. 
Soit P' = \n{P e «F, n> T F). 



On a 

n : D \- r <F,n» : E => n : D hyr (P e <:F,n^>) : E 

=ï n : D hjr (P e <F, n») : (S, D — » S), B ^ B 

=^ n : D hjr (P e <cF, n>- T F) : B 

=> hjr P' : D ^ B. 

Donc, d'après le lemme 10, on obtient P' = XaT ou P' = XaF. 
Mais on a : 

(P' do) (P eei TF) 



(eo T F) 
F 



et 



(P'di) ~p (P e e 3 TF) 
~ (e 2 T F) 
~ (TTd ) 
-13 T. 

D'où une contradiction. □ 
Remarque : Il est facile de vérifier que le A-terme 

P e = \n((Z e n) e ((n T T) <F, (n F do)> (Z (n F d T)) «T, (Aa(P (n F d a)))» F))) 
est un prédécesseur (non typable dans le système T de type E — > F) pour le système 
numérique e. 



5 Conclusion 

Suite à cette étude, deux questions se posent : 

• Est-il vrai que chaque système numérique typé adéquat possède un opérateur de mise 
en mémoire? En effet l'opérateur de mise en mémoire qu'on a construit pour un 
système numérique adéquat quelconque (voir la preuve du théorème 6) utilise un 
opérateur de point fixe et donc il est non typable dans le système T. 

• Quelles sont les fonctions qu'on peut représenter dans un système numérique typé 
adéquat? 
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